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1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

مطالب فصل

o درختB(B-tree)

oمجزاهایمجموعه(Disjoint Sets)

o هرممبحثیادآوری(Heap)

o ایدوجملههایدرخت(Binomial Trees)

o ایدوجملههایهرم(Binomial Heaps)

oفیبوناچیهایهرم (Fibonacci Heaps)
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داده ساختاری است که داده ها را به صورت مرتب شده نگهداری می کند و Bدرخت : تعریف✓
.می باشدO(logn)عملیات جستجو، درج و حذف از مرتبه 

.  معمولا برای سیستم هایی بکار می رود که دارای بلاک های عظیم اطلاعات هستند B درخت✓

(:t>=2) دارای خواص زیر استtاز مرتبه Bیک درخت ✓

کلید 2t-1کلید و حداکثر 1فرزند دارد بنابراین باید حداقل 2tریشه حداقل دو فرزند و حداکثر -1
.داشته باشد
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B(B-tree)درخت 

x1

T1
T2

T1 <x1< T2

حداقل

…

رحداکث
x1   x2 …   x2t-1

T1 T2 T2t

T1 <x1< T2 <x2<…< x2t-1 < T2t
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t-1فرزند است بنابراین باید حداقل 2tفرزند و حداکثر tهر گره به غیر از ریشه دارای حداقل -2

.  کلید داشته باشد2t-1کلید و حداکثر 

.تمام برگ ها در سطح آخر قرار دارند-3

:داریمtبرای هر گره از مرتبه -4
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…

حداقل
x1   x2 …   xt-1

T1 T2 Tt

T1 <x1< T2 <x2<…< xt-1 < Tt

…

رحداکث
x1   x2 …   x2t-1

T1 T2 T2t

T1 <x1< T2 <x2<…< x2t-1 < T2t
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با حداقل فرزندان و حداکثر فرزندان رسم کنید  2و با ارتفاع t=2از مرتبهBدرخت : مثال✓
.ضمناً آن را با اعداد دلخواه پر کنید

: جواب

کلید و حداکثر 1فرزند دارد بنابراین باید حداقل 2t=4ریشه حداقل دو فرزند دارد و حداکثر -1
2t-1=3کلید داشته باشد.

فرزند است بنابراین باید 2t=4فرزند و حداکثر t=2هر گره به غیر از ریشه دارای حداقل -2
.  کلید داشته باشد2t-1=3کلید و حداکثر t-1=1     حداقل

:درخت حداقل

5

62

4

1 3 5 7



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

:درخت حداکثر
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16           32       48  

4      8   12 

1 2  3 9 10 115 6 7 13 14 15

20   24  28 36  40   44

…

52  56   60 

… …

.را در این درخت نگهداری کرده ایم63تا 1در واقع، از اعداد 
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را پیدا کنید؟tباشد و مقدار Bآیا درخت زیر می تواند یک درخت : کار در کلاس✓

و حداکثر t-1=2حداقل کلید هر گره برابر می باشد چون t=3از مرتبهBدرخت : جواب ✓
.می باشد2t-1=5کلید هر گره برابر 
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.را محاسبه کنیدh=2و ارتفاع t=2با درجه Bتعداد گره های درخت  حداقل و حداکثر: کار در کلاس✓

2t-1=3کلید و حداکثر 1فرزند دارد بنابراین باید حداقل 2t=4ریشه حداقل دو فرزند دارد و حداکثر -1

.کلید داشته باشد

     فرزند است بنابراین باید حداقل2t=4فرزند و حداکثر t=2هر گره به غیر از ریشه دارای حداقل -2

t-1=1 2کلید و حداکثرt-1=3کلید داشته باشد  .

:درخت حداقل

.

N=1+2+2t=1+2+2*2=7 
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:درخت حداکثر

N=1+1*2t+2t*2t=1+2*2+2*2*2*2=1+4+16=21 
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.را محاسبه کنیدhو ارتفاع tبا درجه Bحداقل و حداکثر تعداد گره های درخت : مثال✓

.  فرزند داشته باشندtموقعی است که ریشه فقط دو فرزند داشته باشد و بقیه گره های داخلی دقیقا : حداقل
.نشان می دهدh=3را برای Bدرخت شکل زیر 

N=1+2+2t+2t2+…+2th-1=1+2(1+t+t2…+th-1)=1 + 2 ∗
𝑡ℎ−1

𝑡−1

10

سطح یا عمق تعداد گره ها
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.فرزند داشته باشند2tموقعی است که ریشه و  بقیه گره های داخلی دقیقا : حداکثر

تعداد 2در سطح . گره وجود دارد2tتعداد 1در سطح . صفر فقط یک گره وجود دارد( عمق)در سطح 
(2t)2در سطح . .... گره وجود داردh تعداد(2t)hگره وجود دارد.

N=(2t)0+(2t)1+(2t)2+…+(2t)h= 
(2𝑡)ℎ+1−1

2𝑡−1

باشند حداقل و حداکثر گره ها را محاسبه کنید؟h=2و t=2اگر : کار در کلاس

1 + 2 ∗
𝑡ℎ − 1

𝑡 − 1
 ≤  𝑁 ≤

(2𝑡)ℎ+1−1

2𝑡 − 1

1 + 2 ∗
22 − 1

2 − 1
 ≤  𝑁 ≤

(2 ∗ 2)2+1−1

2 ∗ 2 − 1

7 ≤  𝑁 ≤ 21
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.را محاسبه کنیدh=2و ارتفاع t=2با درجه Bتعداد کلید های درخت  حداقل و حداکثر: مثال✓

2t-1=3کلید و حداکثر 1فرزند دارد بنابراین باید حداقل 2t=4ریشه حداقل دو فرزند دارد و حداکثر -1

.کلید داشته باشد

     فرزند است بنابراین باید حداقل2t=4فرزند و حداکثر t=2هر گره به غیر از ریشه دارای حداقل -2

t-1=1 2کلید و حداکثرt-1=3کلید داشته باشد  .

:درخت حداقل

KN=1*1+2*1+2*t*1=1+2+2*2=7 
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:درخت حداکثر

KN=1*3+2t*3+2t*2t*3=(1+2*2+2*2*2*2)*3=(1+4+16)*3=63
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.را محاسبه کنیدhو ارتفاع tبا درجه Bحداقل و حداکثر کلید های درخت : مثال✓

کلید داشته t-1موقعی است که ریشه فقط یک کلید داشته باشد و بقیه گره های داخلی دقیقا : حداقل
.نشان می دهدh=3را برای Bدرخت شکل زیر . باشند

KN=1*1+2*(t-1)+2t*(t-1)+2t2*(t-1)+…+2th-1*(t-1)

   =1+2(t-1)(1+t+t2…+th-1)=1 + 2(t − 1) ∗
𝑡ℎ−1

𝑡−1
= 2th-1
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سطح یا عمق تعداد کلیدها

2*(t-1)

1*1

2t*(t-1)

2t2*(t-1)
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.کلید داشته باشند2t-1موقعی است که ریشه و  بقیه گره های داخلی دقیقا : حداکثر

:بنابراین داریم. کنیم2t-1کافی است تعداد کل گره ها را ضربدر 

KN= N*(2t-1)= 
(2t)h+1−1

2t−1
*(2t-1)= (2t)h+1−1

باشند حداقل و حداکثر کلید ها چیست؟h=2و t=2اگر : کار در کلاس

2th −1 ≤ 𝐾𝑁 ≤ (2t)h+1−1

2∗22−1 ≤ 𝐾𝑁 ≤ (2 ∗ 2)2+1−1

7 ≤ 𝐾𝑁 ≤ 63
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:تعداد کل کلیدهای آن باشد داریمnو Bدرجه درخت tاگر : نتیجه

h ≤ logt

n + 1

2

و ارتفاع t=1000با درجه Bکلید را در یک درخت n=1000000000می توان حدود  : مثال
h=3نگهداری کرد.
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همیشه به برگ ها )ابتدا جای آن را پیدا کرده و درج می کنیم ،  tبا درجه Bدر یک درخت xبرای درج ✓
باید آن را به ( overflow: سرریز)باشد 2t-1اگر تعداد کلیدهای گره حاصله بیشتر از (. اضافه می شود
.دو گره بشکنیم

اضافه شده yبه گره 5، فرضاً عنصر جدید  یعنی t=4با درجه Bدر قسمتی از درخت : بعنوان مثال✓
باید به دو گره y باشد بنابراین، گره2t-1=7  باشد چون تعداد کلیدهای هر گره حداکثر می تواند

.بشکندwو zجدید 

باید یک واحد xیک واحد افزایش پیدا کرد بنابراین به تعداد کلیدهای گره x تعداد فرزندان گرهچون✓
.منتقل می شودxبه گره 6یعنی yاضافه بشود و میانه کلیدهای گره 
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B(B-tree)درج در درخت 

ره شکستن گ
yبه دو گره

… 1                10  ...

2    3    4    5    6    7    8    9  

x

y

T1 T2 T4T3 T5 T6 T7 T8

… 1        6        10  ...

2    3    4      5    

x

z

7    8    9   

w

T1 T2 T3 T4
T6 T7 T9T5 T8
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(مرحله به مرحله)با عناصر زیر ایجاد کنید t=2با درجه Bدرخت : مثال

5, 3, 21, 9, 1, 13, 2, 7, 10, 12, 4, 8

.فرزند داشته باشد2t=4کلید و 2t-1=3هر گره حداکثر می تواند : جواب
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5درج عدد 
3درج عدد 

21درج عدد  9درج عدد 

3    5   9   21

a
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سرریز رخ داده است aدر گره  
گره بنابراین این گره باید به دو

b وc شکسته شود و میانه
به گره بالایی ( عنصر سوم)

فرستاد شود

.(.  ایجاد می شودaگره جدید )

13و 1درج اعداد 
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ته سرریز شده و باید شکسbگره 
باید به ریشه3شود بنابراین کلید 

dو bمنتقل شود بقیه به دو گره 
..تقسیم شوند

2درج 



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  21

10و 7درج اعداد 
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.شکسته می شودcگره 

12درج عدد 
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4درج عدد 
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سرریز دارد و  به دو گره جدید dگره 
aبه گره 7شکسته می شود و عدد 

.فرستاده می شود

8درج عدد 
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جدیدگرهدوبهوداردسرریز aگره
بالابه9عددوشودمیشکسته
رخدارتفاعنتیجهدروشودمیفرستاده

.کندمیپیداافزایشواحدیک
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تعداداگر.کنیممیحذفوکردهپیداراآنجایابتدا،tدرجهباBدرختیکازxحذفبرای✓
اینبهدیگرهایگرهازراکلیدهاییباید(underflow:زیرریز)باشدt-1ازکمترحاصلهگرهکلیدهای

.بیاوریمگره

درجه درخت : مثال✓

t=2 برابر است با      

.
26

B(B-tree)حذف از درخت 

2حذف عدد 
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21 حذف عدد

زیرریز بشود eباعث می شود که گره 
در سه gو cبنابراین کلیدهای گره های 

.دوباره توزیع می شودc,g,eگره 
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10 حذف عدد

 زیرریز بشود بنابراینcباعث می شود که گره 
و ترکیب شودeبا گره gیعنی cوالد گره 

a وfبا هم ترکیب شوند
.و ارتفاع درخت یک واحد کم شود
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1تمرینات سری 

(مرحله به مرحله)با عناصر زیر ایجاد کنید t=2با درجه Bدرخت -1

5, 4, 7, 1, 3, 2, 9, 10, 11, 12, 13, 14

.را از درخت حاصله بنویسید14مراحل حذف کلید -2

.را از درخت حاصله بنویسید13مراحل حذف کلید -3

.را از درخت حاصله بنویسید4مراحل حذف کلید -4
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1جواب تمرینات سری 

(مرحله به مرحله)با عناصر زیر ایجاد کنید t=2با درجه Bدرخت -1

5, 4, 7, 1, 3, 2, 9, 10, 11, 12, 13,14

.فرزند داشته باشد2t=4کلید و 2t-1=3هر گره حداکثر می تواند : جواب

30

5درج عدد 

5

4درج عدد 

4     5

7درج عدد 

4     5     7

شکستهa گرهبایدواستدادهرخسرریز
بقیهوشودمیمنتقلریشهبهسومعنصر.شود

.شوندمیتقسیمگرهدوبه

1درج عدد 
5

1    4 7

1    4     5     7

a
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رهگبایدواستدادهرخسرریز
aهبسومعنصر.شودشکسته

بههبقیوشودمیمنتقلریشه
.شوندمیتقسیمگرهدو

5

1    4 7

3درج عدد 
5

1     3    4 7

2درج عدد 

5

1   2   3    4 7

a

3      5

1   2 74
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رهگبایدواستدادهرخسرریز
aرهگسومعنصر.شودشکسته
aوشودمیمنتقلریشهبه

میتقسیمگرهدوبهبقیه
.شوند

3      5

1   2 74

11و 10و 9درج اعداد  3      5

1   2 7 9   10    114

a

3      5 10

1   2 7 94 11
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رهگبایدواستدادهرخسرریز
aرهگسومعنصر.شودشکسته
aوشودمیمنتقلریشهبه

میتقسیمگرهدوبهبقیه
.شوند

و 12درج عدد 
5      143و 13 10

1   2 7 94 11

3      5 10

1   2 7 94 11  12  13  14

a

3      5 10    13

1   2 7 94 11  12 14
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34

بایدواستدادهرخسرریزریشهدر
بالابه10یعنیسومعنصر.شودشکسته
میمتقسیگرهدوبهبقیهشودمیمنتقل
افزایشواحدیکدرختارتفاعضمناشوند
.کندمیپیدا

3      5 10    13

1   2 7 94 11  12 14

3      5

1   2 7 94 11  12 14

10

13
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.را از درخت حاصله بنویسید14مراحل حذف کلید -2
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14 حذف عدد

.

3      5

1   2 7 94 11  12 14

10

13a

b c

3      5

1   2 7 94 11  12

10

13a

b c
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 زیرریز شده است  بنابراینcگره 
و ترکیب شدهbبا گره aیعنی cوالد گره 

.و در سه گره جدید توزیع می شود

3      5

1   2 7 94 11  12

10

13a

b c

3      5

1   2 7 94 11 13

10

12a

b c
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.را از درخت حاصله بنویسید13مراحل حذف کلید -3
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3      5

1   2 7 94 11 13

10

12a

b c

13 حذف عدد

.

3      5

1   2 7 94 11

10

12a

b c
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.
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 زیرریز شده است  بنابراینcگره 
eبا dترکیب شده و bبا گره aیعنی cوالد گره 

ترکیب می شوند و ارتفاع درخت یک واحد کم می
.شود

3      5

1   2 7 94 11

10

12a

b c

d

e

3      5 10

1   2 7 94 11  12
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.را از درخت حاصله بنویسید4مراحل حذف کلید -4
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3      5 10

1   2 7 94 11  12

4 حذف عدد

.

زیرریز شده است  aگره 

3      5 10

1   2 7 9 11  12

a
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.چند مجموعه را مجزا از هم گویند اگر اشتراکی نداشته باشند: تعریف ✓

.یک روش برای نگهداری مجموعه ها استفاده از جنگل می باشد✓

S1={0,6,7,8} , S2={1,4,9}, S3={2,3,5}شکل زیر نگهداری سه مجموعه : بعنوان مثال✓

.مهم نیست که چه عنصری از مجموعه در ریشه درخت متناظر قرار می گیرد. را نشان می دهد
.برخلاف درخت معمولی، در اینجا از فرزندان به والد اشاره گر داریم✓

41

(Disjoint Sets)مجموعه های مجزا 

0

6 7 8

S1

4

1 9

S2

2

3 5

S3
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1-union(اجتماع :)برای محاسبه اجتماع دو مجموعه . اجتماع دو مجموعه را نشان می دهدS1 و
S2 کافی است که ریشه درختS1 را فرزند ریشه درختS2قرار دهیم.

:بعنوان مثال

42

اعمال روی مجموعه های مجزا

0

6 7 8

S1

4

1 9

S2

union(S1, S2)
4

1 90

6 7 8
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2-find(x)(جستجو :) مجموعه ای کهxعضو آن است را پیدا می کند.

.استS3عضو مجموعه 3: بعنوان مثال

.در ادامه، برای راحتی کار، هر مجموعه را با عدد موجود در ریشه آن نامگذاری می کنیم: نکته

میبنابراینشوندمیگذاریشمارهn-1تا0اعدادازعضویnمجموعهعناصرکهآنجااز:نکته

درراiعضووالدبطوریکهکنیمنگهداریparentنامباآرایهیکدرراهامجموعهتوانیم

parent[i]دهیممیقرار1-عددراریشهوالد.کنیممیذخیره.

43
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.ذخیره کنیدparent، آن را در آرایه را بصورت زیر داریم4و 0مجموعه دو : بعنوان مثال

:جواب

بهبعد.کنیممیمراجعهparent[7]بهابتدادارد؟نیازمقایسهچندبهو?=find(7):سوال
parent[3]بهسپسوکردهمراجعهparent[2]بهنهایتدروکردهمراجعهparent[4]میمراجعه

.داشتلازممقایسه4و  find(7)=4پسایمرسیدهریشهبهیعنیرسیممی1-عددبهکنیم
44

40302-1244-1
0        1         2        3        4         5      6          7         8         9
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مجموعه مجزا از هم که هر کدام شامل فقط یک عضو هست nرا در n-1فرض کنیم عناصر صفر تا : مساله
:بصورت زیر داریم

را بصورت زیر انجام دهیم کل زمان مورد نیاز برای ( find)و جستجو ( union)عمل اجتماع n-1اگر 
.اعمال اجتماع و جستجو را جداگانه محاسبه کنید

union(0,1) , find(0)

union(1,2) , find(0)

union(2,3) , find(0)

.

.

union(n-2,n-1) , find(0)

45

یک مساله روی مجموعه های مجزا

0 1 2 n-2 n-1
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:جواب

46

0

1

union(0,1) 1

0

عمل اجتماع به زمان ثابت نیاز دارد
.به دو مقایسه نیاز داردfind(0)عمل 

union(1,2)

1

0

2

عمل اجتماع به زمان ثابت نیاز دارد
.به سه مقایسه نیاز داردfind(0)عمل 
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union(n − 2, n − 1)

عمل اجتماع به زمان ثابت نیاز دارد
.مقایسه نیاز داردnبه find(0)عمل 

n-1

1

0

2

n-2

Tunion=1+1+…+1=O(n)

Tfind=2+3+…+n=O(n2)

عملرویبرقوانینیاِعمالباتوانمیالبته
وکردبهینهراشدهحاصلدرختارتفاعاجتماع،

.کردکمراTfindو Tunionهایزماننتیجهدر
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:استزیرویژگیهایبادودوییدرختیکهرم❑

.استکامل-1

.(MaxHeap:بیشینههرم)استفرزندانشهایگرهمقادیرمساوییابزرگترگره،هرمقدار:2-1

.(MinHeap:کمینههرم)استفرزندانشهایگرهمقادیرمساوییاکوچکترگره،هرمقدار:2-2   

48

( Heap)یادآوری مبحث هرم 



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

.کنندمیسازیپیادهآرایهباراهرم❑

✓a[0]ماندمیخالی.

.گیردمیقرارa[1]درریشه✓

2kهایمکاندرترتیببه(وجودصورتدر)راستوچپفرزندان:kمکاندرگرههربرای✓

.گیرندمیقرار2k+1و

:مثالبعنوان❑

49

[1]

[2]
[3]

[4]
[5]

[6]
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θارتفاعدارایگرهnباهرمیک❑ logn باشدمیکاملدرختچونباشدمی.

دارای MaxHeapو یا بزرگترین عنصر در یک MinHeapپیدا کردن کوچکترین عنصر در یک ❑

θپیچیدگی  .خواهد بود 1

دارای MaxHeapو یا کوچکترین عنصر در یک MinHeapپیدا کردن بزرگترین عنصر در یک ❑

θپیچیدگی  n خواهد بود.

و در بهترین O(log n)درج در بدترین حالت از مرتبه  تعداد گره ها باشد پیچیدگی تابع nاگر ❑
.خواهد بود Ω(1)حالت از مرتبه 

و در بهترین O(log n)حذف در بدترین حالت از مرتبه  تعداد گره ها باشد پیچیدگی تابع nاگر ❑
.خواهد بود Ω(1)حالت از مرتبه 

50
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.درختی که در آن، یکی از گره ها ریشه باشد: درخت ریشه دار✓

شدهمرتبگره،هرفرزندانآن،درکهاستداریریشهدرختیکدرخت،نوعاین:شدهمرتبدرخت✓
ورزندفدومینفرزند،اولینبصورتفرزندانآنگاهباشدداشتهفرزندkگرهی،اگرکهمفهوماینبههستند

.شوندمینامگذاری....

اهندخومتفاوتهمباشوندگرفتهنظردرشدهمرتبهایدرختبعنوانزیردرختدواگر:مثالبعنوان✓
دومی،درحالیکهدراستفرزنداولین8اولی،در.دارندمتفاوتیهایترتیب3گرهفرزندانچونبود

.استفرزنددومین

.بوددخواهنیکسانهمباشوندگرفتهنظردرشدهمرتبغیرهایدرختبعنوانمذکور،درختدواگر:نکته✓
51

(Ordered Trees)و درخت مرتب شده ( Rooted Tree)درخت ریشه دار : یادآوری
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ریف بطور بازگشتی و بصورت زیر تعیک درخت مرتب شده است که Bkدرخت دوجمله ای : تعریف✓
:می شود

.از یک گره تشکیل شده استB0درخت دوجمله ای -

تشکیل شده است که  ریشه یکی بعنوان Bk-1از دو درخت دوجمله ای Bkدرخت دوجمله ای -
.سمت چپ ترین فرزند ریشه دیگر است

52

(Binomial Trees)درخت های دوجمله ای 



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

.را نشان می دهد B4تا B0شکل زیر درخت های دوجمله ای : مثال✓

53
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:داریمBkبرای درخت دوجمله ای : ویژگیهای درخت دوجمله ای✓

.  استkارتفاع درخت برابر -1

.است3برابر B3است و ارتفاع درخت 4برابر B4ارتفاع درخت : بعنوان مثال

𝐤، دقیقاً iدر عمق -2
𝐢

.گره وجود دارد

4، دقیقاً 2، در عمق B4در درخت دوجمله ای : بعنوان مثال
2

= .گره وجود دارد6

.استk(x+y)این درخت، درخت دوجمله ای نامیده می شود زیرا ضرایب بسط : نکته
54
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3-2k 2گره وجود دارد کهk-1از آنها برگ هستند و بقیه گره های داخلی هستند.

از دو درخت Bkچون درخت دوجمله ای برای تعداد گره ها، : درستی این موارد با استقراء انجام می شوند

2k-1+2k-1=2k: عبارت است از Bkتشکیل شده است پس تعداد گره های درخت دوجمله ای Bk-1دوجمله ای 

.است16=24برابر B4تعداد گره های درخت : بعنوان مثال

n= 4
0

+ 4
1

+ 4
2

+ 4
3

+ 4
4

=1+4+6+4+1=16

.است که از درجه گره های دیگر بزرگتر استkریشه دارای درجه -4

.است3برابر B3است و درجه ریشه درخت 4برابر B4درجه ریشه درخت دوجمله ای : بعنوان مثال
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ریشه iشماره گذاری شوند آنگاه k-1، ...، 1، 0اگر فرزندان ریشه از راست به چپ با -5
.خواهد بودBiدوجمله ای زیردرخت

.را در نظر بگیریدB4درخت دوجمله ای : بعنوان مثال

56

3                2       1      0
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، مجموعه ای از درخت های دوجمله ای است که دارای ویژگیهای زیر Hهرم دوجمله ای : تعریف✓
:می باشد

یعنی، کلید یک گره . پیروی می کندMinHeapاز ویژگی Hهر درخت دوجمله ای در -1
.کوچکتر یا مساوی کلید فرزندانش می باشد

.وجود داردHدر k، حداکثر یک درخت دوجمله ای با درجه kبرای عدد صحیح غیرمنفی -2

.گره را نشان می دهد13با Hشکل زیر یک هرم دوجمله ای : بعنوان مثال

57

(Binomial Heap)هرم های دوجمله ای 
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𝑙𝑜𝑔𝑛گره شامل حداکثر nکه هرم دوجمله ای با ثابت کنید : سوال + درخت دوجمله ای 1
.است

گره 2kدارای  Bkچون هر درخت دوجمله ای . باشدpفرضاً تعداد درختان دو جمله ای برابر : اثبات
باید در درخت موجود Bp-1تا B0است بنابراین در بدترین حالت، همه درخت های دو جمله ای از 

:بنابراین. باشند

20 + 21 + ⋯ + 2𝑝−1 =2𝑝 -1 =n   → 2𝑝=n+1   → p= 𝑙𝑜𝑔𝑛 + 1   

گره بصورت زیر می باشد که دارای15هرم دوجمله ای با : بعنوان مثال  

𝑙𝑜𝑔𝑛 + 1 = 𝑙𝑜𝑔15 + 1 = 3 + 1 = .درخت دوجمله ای است4

58
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.گره رسم کرده و آن را با اعداد دلخواه پر کنید13یک هرم دوجمله ای با : کار در کلاس

: جواب

13=(1101)2    →  13=23+22+20 
→   B0 , B2 , B3

59
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-left)هر درخت دوجمله ای در هرم، با نمایش فرزند چپ : هرم های دوجمله ای( ذخیره)نمایش 

child) همزاد راست ،(right-sibling )نمایش داده می شود.

:در واقع، هر گره در هرم دوجمله ای بصورت زیر تعریف می شود

60

اشاره گر به والد

کلید

درجه

اشاره گر به چپترین فرزند اشاره گر به همزاد راست
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:نمایش هرم دو جمله ای زیر را در ادامه می بینید: بعنوان مثال

61

اشاره گر به والد
درجهکلید

اشاره گر به فرزند چپ
اشاره گر به همزاد راست
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.چاپ کنید VLSعناصر هرم دو جمله ای زیر را به ترتیب : کار در کلاس

همزاد راست ، فرزند چپ، خود گره

:  جواب

10, 1, 12, 18, 25, 6, 8, 11, 27, 17, 14, 38, 29
62



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

پیدا کردن کوچکترین کلید-1

ابر    چون کوچکترین کلیدها در ریشه درختان دوجمله ای هستند و تعداد آنها در بدترین حالت بر

𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑂است بنابراین می توان در بدترین حالت با زمان 1 𝑙𝑜𝑔𝑛 کوچکترین عنصر را پیدا
.کرد

.می باشد6و 1، 10در هرم دو جمله ای زیر، کوچکترین عنصر بین عناصر ریشه یعنی : بعنوان مثال

63

عملیات روی هرم های دوجمله ای

sibling sibling sibling=NULL
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دو هرم دوجمله ای( Union: اجتماع)واحد سازی -2

این عمل، درخت های دو جمله ای را که ریشه هایشان دارای درجه یکسانی می باشند را به هم 
متصل کرده و این عمل را تا موقعی انجام می دهد که دو درخت دوجمله ای با درجه یکسان موجود 

.نباشند

:شکل زیر مراحل اجتماع دو هرم دوجمله ای را نشان می دهد: بعنوان مثال
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دو هرم بهم وصل شده و درخت های دوجمله ای 
.از درجه پایین به بالا مرتب می شوند
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تمام درخت های دوجمله ای از درجه صفر باهم 
ادغام از آخر هرم به ابتدای هرم . ادغام می شوند
.انجام می شود
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تمام درخت های دوجمله ای از درجه یک باهم 
ادغام از آخر هرم به ابتدای هرم . . ادغام می شوند
.انجام می شود
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تمام درخت های دوجمله ای از درجه دو باهم 
ادغام از آخر هرم به ابتدای هرم . . ادغام می شوند
.انجام می شود

زمان اجرای عمل : نکته
اجتماع دو هرم برابر  است با 

𝑂 𝑙𝑜𝑔𝑛



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

H1به هرم دوجمله ای xدرج عنصر جدید -3

H ساخته سپس آنها را با عمل اجتماع به یک هرم واحدH2یک هرم تک عنصری xابتدا با عنصر 

.تبدیل می کنیم

.را به هرم زیر بنویسید4مراحل اضافه شدن عدد : بعنوان مثال

69

5

10

8

11

9

3

7

head[H1]
4head[H2]

4

10

8

11

9

3

7

head[H] 5



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  70

4

10

8

11

9

3

7

head[H] 5

4

10

8

11

9

3

7

head[H]

5



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  71

4

10

8

11

9

3

7

head[H]

5

4 10

8

11

9

3

7

head[H]

5



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  72
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3

7

head[H]

5

9

7

3

5

48

10

head[H]

11

زمان اجرای عمل درج : نکته
به هرم دوجله ای برابر  است

𝑂با  𝑙𝑜𝑔𝑛
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.با عناصر زیر یک هرم دوجمله ای بسازید: کار در کلاس

3, 7, 2, 10, 14, 5, 6

:جواب

73

head[H]=NULL
3head[H]

3درج عدد  7درج عدد 

3head[H] 7

3head[H]

7

2درج عدد 

3head[H]

7

2



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  74

3head[H]

7

2
10درج عدد 

3head[H]

7

210

3head[H]

7

2

10

2head[H]

103

7



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  75

142head[H]درج عدد 

103

7

2head[H]

103

7

14

5درج عدد 
2head[H]

103

7

145
2head[H]

103

7

5

14
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6درج عدد 
2head[H]

103

7

5

14

2
head[H]

103

7

5

14

6
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استخراج گره با کمترین مقدار-4

.این عمل، گره با کوچکترین مقدار را پیدا کرده و آن را از هرم حذف می کند

.مراحل استخراج گره با کمترین مقدار را در هرم زیر بنویسید: بعنوان مثال

.می باشد1کوچکترین کلیدها در ریشه درختان دوجمله ای هستند که در اینجا گره با عدد : جواب

77
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درخت دوجمله ای 
را از1مربوط به گره 

.هرم جدا می کنیم
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کردهحذفرا1عددبهمربوطگره
میجدیدهرمیکآنفرزندانباو

درختانچونمعمولا.سازیم
کمترهایدرجهازایدوجمله

بترتیبنابراینشوندمیشروع
.کنیممیمعکوسرافرزندان
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اجتماعباهمراشدهحاصلهرمدو
میزیربصورتنتیجهوکنیممی

.شود

𝑂زمان اجرای عمل استخراج گره با کمترین مقدار از هرم دوجمله ای برابر  است با : نکته 𝑙𝑜𝑔𝑛
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.مراحل استخراج گره با کمترین مقدار را در هرم زیر بنویسید: کار در کلاس

.می باشد2کوچکترین کلیدها در ریشه درختان دوجمله ای هستند که در اینجا گره با عدد : جواب

81

2
head[H]

103

7

5

14

6
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درخت دوجمله ای 
را از2مربوط به گره 

.هرم جدا می کنیم

2
head[H]

103

7

5

14

6

head[H] 5

14

6

2

103

7
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کردهحذفرا2عددبهمربوطگره
میجدیدهرمیکآنفرزندانباو

درختانچونمعمولا.سازیم
کمترهایدرجهازایدوجمله

بترتیبنابراینشوندمیشروع
.کنیممیمعکوسرافرزندان

head[H] 5

14

6

2

103

7

head[H] 5

14

6 10 3

7

head[H']
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اجتماعباهمراشدهحاصلهرمدو
میزیربصورتنتیجهوکنیممی

.شود

head[H] 5

14

6 10 3

7

head[H']

3head[H]

75

14

6

10
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کاهش یک کلید از هرم دوجمله ای-5

قرارازپس.(k<x)دهدمیکاهشkجدیدمقداربهایدوجملههرمدرراxکلیدمقدارعملاین
چون)باشدبزرگتروالدشازوقتیکهتادهدمیحرکتریشهسمتبههرمدرراآن،kمقداردادن

.(استMinHeapبصورتایدوجملهدرختهر

.بنویسید7را به عدد yمراحل کاهش مقدار گره : بعنوان مثال

85
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است پس zکمتر از مقدار گره yچون مقدار گره 
.جابجا می شوند
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است پس zکمتر از مقدار گره yچون مقدار گره 
.جابجا می شوند

زمان اجرای عمل کاهش : نکته
مقدار یک کلید در هرم برابر  

𝑂است با  𝑙𝑜𝑔𝑛
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از هرم دوجمله ایxحذف کلید -6

کاهش می دهد پس از قرار دادن ∞-را در هرم دوجمله ای به مقدار جدید xبرای اینکار، مقدار کلید 
چون از )که حتماً به ریشه خواهد رسید  ، آن را در هرم به سمت ریشه حرکت می دهد∞-مقدار 

.سپس با روش استخراج کوچکترین مقدار از هرم، آن را حذف می کند(. همه کمتر است

𝑂زمان اجرای عمل حذف یک گره در هرم برابر  است با : نکته 𝑙𝑜𝑔𝑛

.را بنویسید9مراحل حذف گره با مقدار : بعنوان مثال

88

9

7

3

5

48

10

head[H]

11
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9

7

3

5

48

10

head[H]

11

∞-عدد 9مقدارباگرهدر
.دهیممیقرار

-∞

7

3

5

48

10

head[H]

11

∞-مقدارباگره
ریشهسمتبه

.کندمیحرکت
8

7

3

5

4-∞

10

head[H]

11

∞-مقدارباگره
ریشهسمتبه

.کندمیحرکت

8

7

-∞

5

43

10

head[H]

11
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کوچکتریناستخراجروشبا
∞-مقدارباگرههرم،ازمقدار

.کندمیحذفرا

8

7

-∞

5

43

10

head[H]

11

حذفرا∞-عددبهمربوطگره
هرمیکآنفرزندانباوکرده
چونمعمولا.سازیممیجدید

هایدرجهازایدوجملهدرختان
بنابراینشوندمیشروعکمتر

میمعکوسرافرزندانترتیب
.کنیم

7

5

4head[H]

8

3

10

11
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2تمرینات سری 

.با عناصر زیر یک هرم دوجمله ای بسازید-1

3,7,16,9,4,6,13,1,10,5,11,15,12

(مرتبه12)بنویسید1تمریندرشدهایجادهرمدرراکلیدکوچکترینباگرهاستخراجمراحل-2

.دهیدتغییر2عددبهرا1تمریندرشدهایجادهرمدررا12کلیدباگرهمقدار-3

.بنویسید1تمریندرشدهایجادهرمدررا4مقدارباگرهحذفمراحل-4

91
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MinHeapهرم فیبوناچی، مشابه هرم دوجمله ای، شامل مجموعه ای از درخت های : تعریف✓

.است یعنی مقدار گره والد از مقادیر گره های فرزندان کوچکتر یا مساوی است

.هر کدام از درخت ها می توانند نامرتب باشند یعنی ترتیب فرزندان مهم نیست✓

برعکس هرم دوجمله ای که درخت )لزوماً، درخت دوجمله ای نیست MinHeapدرخت های ✓
(ها حتما باید دوجمله ای باشند

برعکس هرم دوجمله )لزوماً برحسب درجه ریشه ها مرتب شده نیست MinHeapدرخت های ✓
(ای که درخت ها باید برحسب درجه ریشه ها مرتب شده باشند

.معمولاً، یک اشاره گر به کمترین مقدار ریشه اشاره می کند✓

92

(  Fibonacci Heaps) هرم های فیبوناچی
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:هرم های فیبوناچی( ذخیره)نمایش ✓

به هر یک از فرزندانش child[x]به والدش، و یک اشاره گر p[x]شامل یک اشاره گر xهر گره -
.می باشد

دارای دو yهر فرزند بنام . بصورت لیست دوپیوندی حلقوی بهم متصل می باشندxفرزندان گره -
اشاره می yمی باشد که بترتیب به همزادهای چپ و راست ( right)و راست ( left)اشاره گر چپ 

.کنند

نمایش هرم فیبوناچی اسلاید قبلی: مثال-

93
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:علاوه بر اشاره گره های گفته شده در اسلاید قبلی، دارای دو فیلد دیگر نیز استهر گره، ✓

1-degree[x] : درجه گرهxرا نگهداری می کند.

2-mark[x]:گرهآیاکهکندمیمشخصودهدمینشانرامنطقیمقداریکxباریآخریناز
بدونشدهایجادجدیداًهایگرهاست؟دادهدستازرافرزندیاستشدهدیگریگرهفرزندکه

گرددمیعلامتبدونشودمیدیگریگرهفرزندکهزمانیxگرهو(False)هستندعلامت
(False)

است بصورت توپر سیاه نشان trueآنها برابر markدر شکل زیر گره هایی که مقدار فیلد : مثال-
.داده شده اند
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بصورت Hی برای هرم فیبوناچ( که برای تحلیل سرشکن شده عملگرها استفاده خواهد شد)تابع پتانسیل ✓
Q:       زیر محاسبه می شود  H = t H + 2m(H)

.تعداد گره های علامتدار را مشخص می کنندm(H)تعداد درختان هرم و t(H)که در آن، 

.خواهد بودQ(H)=5+2*3=11بنابراین t(H)=5 , m(H)=3در شکل زیر : مثال-

-n(H)در مثال بالایی داریم .تعداد کل گره های هرم را نشان می دهد:n(H)=14 

-D(n) بیشترین درجه هرم باnگره را مشخص می کند و همیشه رابطه زیر برقرار است:

D n ≤ logn     → D 14 ≤ log14 ≤ 3
95
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ایجاد هرم فیبوناچی جدید و خالی-1

را ایجاد می کنیم بطوریکه Hبرای اینکار، یک شی هرم فیبوناچی 

-n[H]=0   

-min[H]=NULL   چون درHهیچ درختی وجود ندارد ،.

-t(H)=0 , m(H)=0 بنابراینQ(H)=0ر یعنی پتانسیل هرم فیبوناچی خالی برابر صف
.استO(1)است در نتیجه هزینه سرشکن شده برابر هزینه واقعی آن یعنی 

96

عملیات روی هرم های فیبوناچی
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به هرم فیبوناچی xدرج گره -2

.اضافه می شودmin[H]با مقدار ( همزاد چپ)به لیست ریشه ها و سمت چپ گره xگره -

.اشاره خواهد کردxبه گره جدید min[H]آنگاه x<min[H]اگر -

-n[H]=n[H]+1

به هرم فیبوناچی زیر21درج عدد : مثال

97

عملیات روی هرم های فیبوناچی

21درج عدد 

Q)چون پتانسیل هرم طبق فرمول  H = t H + 2m(H) ) بنابراین هزینه سرشکن شده ؟؟؟فقط یک واحد تغییر کرد
ෝciطبق فرمول  = ci + Q Di − Q(Di−1)بر خواهد بود با هزینه واقعی بعلاوه یک واحد یعنی براO(1)+1 که همان

O(1)است .
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Hو تشکیل یک هرم جدید H2و H1دو هرم ( Union: اجتماع)واحد سازی -3

.ریشه های هرم ها بهم وصل می شوند و ساختار هرم ها عوض نمی شوند-

-n[H]=n[H1]+n[H2]تعداد کل گره ها

-t[H]=t[H1]+t[H2]تعداد درختان هرم

-m[H]=m[H1]+m[H2]تعداد گره های علامتدار

.برابر صفر استH2و H1با هرم های Hاختلاف پتانسیل هرم -

Q(H) − (Q(H1) + Q(H2))

= (t (H) + 2m(H)) − ((t (H1) + 2m(H1)) + (t (H2) + 2m(H2)))

= 0

98

عملیات روی هرم های فیبوناچی

.  استO(1)چون اختلاف پتانسیل هرم برابر صفر شد بنابراین هزینه سرشکن شده برابر هزینه واقعی آن یعنی 
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استخراج گره با کمترین مقدار-4

. این عمل، گره با کوچکترین مقدار را پیدا کرده و آن را از هرم حذف می کند

.مراحل استخراج گره با کمترین مقدار را در هرم زیر بنویسید: بعنوان مثال

99

عملیات روی هرم های فیبوناچی

3مقدارباگرهحذف:1مرحله
بعنوانشدهحذفگرهفرزندان-1

.شوندمیگرفتهنظردرریشه
بهmin[H]گراشارهمقدار-2

اشارهشدهحذفگرهراستهمزاد
.کردخواهد
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واحدیکبعلاوهدرجهحداکثربطولAکمکیآرایهیک:2مرحله
(D(n)داریموD n ≤ lognداریممثالایندرn=15 (تعداد

ریشههایگرهبهکردناشارهبرای (بودخواهدD=3و(حذفازقبل
ایریشهبهA[i]وکردهشروعmin[H]گرهاز.گیریممینظردر

میاشاره17ریشهبهA[1].باشدiبرابرآندرجهکهکردخواهداشاره
.کند
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A[2]است2برابرآندرجهچون کندمیاشاره24ریشهبه.



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها  102

A[0]صفربرابرآندرجهچونکندمیاشاره23ریشهبه
.است
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شروع Aآرایهابتدایاز(عناصربعضیبجز)شدندمشخصAآرایهعناصرهمهوقتی:3مرحله
درختیا) هستنددرجههمکهبعدیموجوددرختبارانیست NULLکهعنصریاولینوکرده
.کنیممیایجادجدیدایدوجملهدرختیکو.کنیممیترکیب(شدهترکیباخیراً

A[0]کنیممیترکیبهستنددرجههمکه7ریشهباراکندمیاشاره23ریشهبهکه.
.شودمیFalseبرابرyگره(mark)علامتشودمیتبدیلxگرهفرزندبهyگرهوقتی:نکته

A[3]میخالی
باریشهچونماند

.نداردوجود3درجه
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A[1]7یعنیشدهترکیباخیراًدرختباراکندمیاشاره17ریشهبهکه،
.کنیممیترکیب
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A[2]7یعنیشدهترکیباخیراًدرختباراکندمیاشاره24ریشهبهکه
.کنیممیترکیب
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A[3]ونچشودترکیبایریشههیچباتواندنمیکندمیاشاره7ریشهبهکه
ندارددرجههمریشه
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میپرراAآرایه،7یعنیشدهترکیباخیراًدرختادامهاز:2مرحلهتکرار
.باشدiبرابرآندرجهکهکردخواهداشارهایریشهبهA[i].کنیم

A[0]کندمیاشاره21ریشهبه.
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A[1]کندمیاشاره18ریشهبه.
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درجههمکه52ریشهباراکندمیاشاره21ریشهبهکهA[0]:3مرحلهتکرار
کندمیاشاره18ریشهبهکهA[1]نتیجه،درسپسوکنیممیترکیبهستند

کنیممیترکیب21یعنیشدهترکیباخیراًدرختبارا
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.نداردوجوددرجههمریشهدوچونرسدمیاتمامبهالگوریتم
.شودمیتنظیمریشهکمترینبهmin[H]ضمنا

.  استO(logn)یا O(D(n))ثابت می شود که هزینه سرشکن شده برابر هزینه واقعی آن یعنی 
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.مراحل استخراج گره با کمترین مقدار را در هرم زیر بنویسید: کار در کلاس

111
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کهعنصریاولینوکردهشروع Aآرایهابتدایاز،Aآرایهعناصرکردنمشخصازبعد
NULL ترکیباخیراًدرختیا) هستنددرجههمکهبعدیموجوددرختبارانیست

ایندرچون.کنیممیایجادجدیدایدوجملهدرختیکو.کنیممیترکیب(شده
نادیدهراA[0]بنابراینداردوجودصفردرجهازایدوجملهدرختیکفقطهرم،

.رودمیA[1]سراغبهوگرفته
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A[1]بعدیایدوجملهدرختبارا
.کندمیترکیبیکدرجهازو
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A[2]درختبارا
ترکیباخیراًایدوجمله

یکدرجههموشده
.کندمیترکیب
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کاهش کلید-5

دهدمیکاهشkجدیدمقداربهفیبوناچیهرمدررا(باشدyبرابرپدرگرهفرضآ)xکلیدمقدارعمل،این
(k<x).مقداردادنقرارازپسk،

تغییراتبهنیازی(key[x]>key[y]) باشدبزرگترپدرگرهمقداراز(k)جدیدشمقداریاوباشدریشهxاگر-1
.نیستساختاری

بعنوانxگرهوشودمیقطعفرزندوپدربینارتباطوشدهبرشxگره،(key[x]<key[y])غیراینصورتدر-2
.شودمیmark[x]=Falseضمناً.شودمیدادهقرارخالیوجدیددرختریشه

بشاریآبرشعملآنگاه(استدیگریگرهفرزندیعنی)استشدهمتصلدیگریگرهبهyیعنیxپدرکهزمانی-3
:کندمیاجرازیربصورتyرویرا

وکردهعلامتدارراآننباشدعلامتدارyاگراینصورتغیردررسدمیاتمامبهالگوریتمآنگاهباشدریشهyاگر
بطورyگرهپدربرایراآبشاریعملودادهبرشراyگرهباشدعلامتدارyاگرولی.رسدمیاتمامبهالگوریتم
.دهدمیانجامبازگشتی

116

عملیات روی هرم های فیبوناچی

key = b

key = ay

x key = k

key = ay

x
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.بنویسید15را به عدد 46مراحل کاهش مقدار گره : بعنوان مثال

117

15جدیدمقداربه46گرهمقدار
برش15گرهسپس.یابدمیتغییر
طعقفرزندوپدربینارتباطوشده
ریشهبعنوان15گرهوشودمی

میدادهقرارخالیوجدیددرخت
mark[15]=Falseضمناً.شود

.شودمی

24یعنی15گرهپدرچونضمناً،
استشدهمتصلدیگریگرهبه
نآ(استدیگریگرهفرزندیعنی)
ماماتبهالگوریتموکردهعلامتداررا

.رسدمی
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.بنویسید5را به عدد 35مراحل کاهش مقدار گره : بعنوان مثال

118

5جدیدمقداربه35گرهمقدار
برش5گرهسپس.یابدمیتغییر
طعقفرزندوپدربینارتباطوشده
ریشهبعنوان5گرهوشودمی

میدادهقرارخالیوجدیددرخت
mark[5]=Falseضمناً .شود

.شودمی

به26یعنی5گرهپدرچونضمناً،
نییع)استشدهمتصلدیگریگره

26چونو(استدیگریگرهفرزند
26رهگبازگشتیبطوربودعلامتدار

.کندمیآبشاریحذفنیزرا
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درپبینارتباطوشدهبرش26گره
26گرهوشودمیقطعفرزندو

خالیوجدیددرختریشهبعنوان
ضمناً.شودمیدادهقرار

mark[26]=Falseشودمی.
24یعنی26گرهپدرچونضمناً،

استشدهمتصلدیگریگرهبه
و(استدیگریگرهفرزندیعنی)

بطوربودعلامتدار24چون
حذفنیزرا24گرهبازگشتی
.کندمیآبشاری
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درپبینارتباطوشدهبرش24گره
24گرهوشودمیقطعفرزندو

خالیوجدیددرختریشهبعنوان
ضمناً.شودمیدادهقرار

mark[24]=Falseشودمی.

7یعنی24گرهپدرچونضمناً،
ماماتبهالگوریتمآنگاهاستریشه

5ریشهبهmin[H]و.رسدمی
.کندمیاشاره

.  استO(1)یا O(1)ثابت می شود که هزینه سرشکن شده برابر هزینه واقعی آن یعنی 
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xحذف یک گره -5

اجرای الگوریتم کاهش یک )کاهش می دهد ∞-را در هرم به مقدار جدید xبرای اینکار، مقدار کلید 
.سپس با الگوریتم استخراج کوچکترین مقدار از هرم، آن را حذف می کند (کلید

𝑂زمان اجرای عمل حذف یک گره در هرم برابر  است با : نکته 𝑙𝑜𝑔𝑛

121

عملیات روی هرم های فیبوناچی
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✓kامین عدد فیبوناچی با رابطه بازگشتی زیر تعریف می شود:

:رابطه زیر برقرار استk>=0ثابت می شود که برای همه اعداد صحیح ✓

:ضمناً رابطه زیر را نیز خواهیم داشت✓

:آنگاه داریمk=degree[x]گرهی در هرم فیبوناچی باشد و همچنین xفرض کنید ✓
122

یک نکته در مورد هرم های فیبوناچی

size[x] تعداد گره های زیردرختی که
.است را نشان می دهدxریشه اش همان 
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3تمرینات سری 

.مراحل استخراج گره با کمترین مقدار را در هرم زیر بنویسید -1

123
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10
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min[H]
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3تمرینات سری 

.بنویسید1را به عدد 27مراحل کاهش مقدار گره -2

124

26

10

9

min[H]

4

3

5

7

13

12

14

17

18

15

19

2620

16

25

27
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5پایان فصل 
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