
1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

طراحی الگوریتم ها

( Maximum Flow)شاره بیشینه  : 6فصل 
لیلا ناموری تازه کند

1403-1404نیمسال دوم سال تحصیلی 



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

(Flow Network)شبکه شاره 

آندرکهاستجهتدارگرافیکG=(V,E)شارهشبکه:تعریف✓

میفرضآنگاهE∌(u,v)اگر.داردc(u,v)>=0غیرمنفیظرفیتیکE∋(u,v)یالهر-1
c(u,v) =0 :کنیم

گراف،راسهرشودمیفرضوباشدمیt(sink)مقصدوs(source)مبداراسدودارای-2
.استهمبندگرافبنابراین.داردقرارtبهsازمسیریروی

انباربعنوانtوتولیدیکارخانهعنوانبهs.شرکتیکنقلوحملمسالهبرایشارهشبکه:مثال
روزدرصندوقc(u,v)مقدارفقطاماشوندمیحملواسطشهرهایبینشدهتولیدمواد.شرکت

.شودمنتقلvشهربهuشهرازتواندمی
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(Flow)شاره 
تابعیGدرشارهیک.باشدcظرفیتتابعباشارهشبکهیکG=(V,E)کنیدفرض:تعریف✓

:کندمیصدقزیرویژگیسهدرکهاستf: V⨯V→Rحقیقیمقداربا

:داریمu,v∈Vهمهبرای:(Capacity constraint)ظرفیتمحدودیت-1
f(u,v)<=c(u,v)

.دباشبیشترشدهدادهظرفیتازنبایددیگرراسبهراسیکازشارهدیگر،عبارتبه

f(u,v)=-f(v,u):داریمu,v∈Vهمهبرای:(Skew symmetry)موربتقارن-2

.استمعکوسجهتدرشارهمنفیمقداربرابرvراسبهuراسازشارهدیگر،عبارتبه
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:باشدبرقرارزیررابطهبایدu∈V-{s,t}همهبرای:(Flow conservation)شارهبقاء-3

෍

v∈V

f u, v = 0

.به عبارت دیگر، مجموع کل شاره ورودی و خروجی از یک راس بغیر از مبدا و مقصد برابر صفر است

-u∈Vهمهبرای:کردبازنویسیزیربصورتراشارهبقاءوکرداستفادهتوانمیموربتقارنویژگیاز 
{s,t}باشدبرقرارزیررابطهباید:

෍

v∈V

f v, u = 0

.به عبارت دیگر، شاره کل به داخل یک راس بغیر از مبدا و مقصد برابر صفر است
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:شودمیتعریفزیرصورتبهfشارهمقدار✓

f = ෍

v∈V

f s, v

مجموع کل شاره خروجی از مبدا
.در مساله ماکزیمم شاره، هدف پیدا کردن شاره با مقدار ماکزیمم است✓
:مثال✓

5

مبدا مقصد

:  شاره عبوری
f(s,v1)

:  ظرفیت
c(s,v1)

:برابر است باfمقدار شاره 

|f|=f(s,v1)+f(s,v2)

=11+8=19
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هشددادهشارهشبکهدرراشارهبقاءوموربتقارنظرفیت،محدودیتویژگی،سهدرستیتوانمی✓
.کردبررسی

v3راسبرایشارهبقاءبررسی✓
f(v3,v1)+f(v3,v2)+f(v3,v4)+f(v3,t)=-12+4-7+15=0

v1راسبرایشارهبقاءبررسی✓
f(v1,s)+f(v1,v2)+f(v1,v3)=-11+-1+12=0
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مبدا مقصد

:  شاره عبوری
f(s,v1)

:  ظرفیت
c(s,v1)
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v3راسبرایشارهبقاءبررسی✓

f(v3,v1)+f(v3,v2)+f(v3,v4)+f(v3,t)=-12+4-7+15=0
→ -f(v1,v3)+f(v3,v2)-f(v4,v3)+f(v3,t)=0
→ f(v3,v2)+f(v3,t)=f(v1,v3)+f(v4,v3)=19  
مقصدومبداازغیربهراسیکازخروجیمثبتشاره=راسهمانبهورودیمثبتشاره →

→شاره ورودی برابر است با شاره خروجی
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مبدا مقصد

:  شاره عبوری
f(s,v1)

:  ظرفیت
c(s,v1)
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شبکه با چند مبدا و چند مقصد

.باشدداشتهمقصدومبداچندینمقصد،یکومبدایکبجایاستممکنشارهماکزیمممساله:تعریف✓
.باشدداشتهانبارچندینوتولیدیکارخانهچندیننقلوحملشرکتمثال،برای

زیرمثالابهمش.کنیمتبدیلمقصدیکومبدایکباشارهماکزیمممسالهبهراایمسالهچنینتوانیممی✓
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بینهایت
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نکاتی در مورد شاره ها

زیربصورتمجموعهدواینمابینشارهآنگاهباشدشارهشبکهیکرئوسازایمجموعهYوXاگر✓
:شودمیتعریف

f X, Y = ෍

x∈X

෍

y∈Y

f(x, y)

u∈V-{s,t} همهبرای:شودبازتعریفزیربصورتتواندمیشارهبقاءمحدودیت✓

f(u,V)=0
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:برقرارندزیرهایتساویآنگاهباشدG=(V,E)شبکهدرشارهیکfکنیدفرض:1لم ✓

  f(X,X)=0:داریمX⊆Vهمهبرای-1

  f(X,Y)=-f(Y,X):داریمX,Y⊆Vهمهبرای-2

:داریم⌀=X⋂YشرطباX,Y,Z ⊆Vهمهبرای-3

f(Z,X⋃Y)=f(Z,X)+f(Z,Y)  , f(X⋃Y,Z)=f(X,Z)+f(Y,Z) 
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بااستبرابرfشارهمقدارکهکنیدثابت:سوال ✓

fمجموع کل شاره ورودی به مقصد      = f(V,t)

:جواب

|f|  =   f(s , V)                                داشتیمراتساویاینقبلا.

       =  f(V-(V-s) , V)

       = f(V,V)-f(V-s,V)                             1 لم3قسمتطبق                   

       = 0 - f(V-s,V) =-f(V-s,V)  1 لم1قسمتطبق   

   = f(V,V-s) =f(V, (V-s-t)+t)             1 لم2قسمتطبق

       =  f(V,V-s-t)+f(V,t)   1لم3قسمتطبق    

        = 0+f(V,t) = f(V,t)                         شارهبقاءطبق
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برای حل مساله ماکزیمم شارهFord-Fulkersonروش 

شبکه،fشارهوG=(V,E)شارهشبکهیکدر:(Residual networks)باقیماندههایشبکه✓
.بپذیرندرابیشتریشارهتوانندمیکهاستشدهتشکیلیالهاییازباقیمانده

راکنیمواردc(u,v)ظرفیتازشدنبیشترازقبلvراسبهuراسازتوانیممیکهاضافیشارهمیزان✓
:آیدمیبدستزیرفرمولباکهگویندمی(u,v)یالباقیماندهظرفیت

cf(u,v)=c(u,v)-f(u,v)

:استشدهمحاسبهیالچندباقیماندهظرفیتزیرشارهشبکهدر:مثال✓

12

cf(s,v1)=c(s,v1)-f(s,v1)=16-11=5

cf(v1,v3)=c(v1,v3)-f(v1,v3)=12-12=0

cf(v1,v2)=c(v1,v2)-f(v1,v2)=10-(-1)=11

است که 11برابر v2به راسv1در واقع، مقدار شاره باقیمانده از راس 
بکار می رود و v1به v2آن برای حذف شاره یک واحدی 1مقدار 
.بکار می رودv2به v1واحدی از 10آن برای شاره 10مقدار 
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.کنیدرسمرازیرشارهشبکهبهمربوط(Gf)باقیماندهشبکه:کلاسدرکار✓

محاسبه شبکه 
باقیمانده
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.کنیدرسمرازیرشارهشبکهبهمربوط(Gf)باقیماندهشبکه:کلاسدرکار✓
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مفروض،fشارهوG=(V,E)شارهشبکهدر:(Augmenting paths)افزایشییاتکمیلیمسیرهای✓
.استGfباقیماندهشبکهدرtمقصدبهsمنبعازسادهمسیریکpتکمیلیمسیر

محدودیتازاینکهبدونپذیردمیراvبهuازمثبتاضافیشاره،pتکمیلیمسیرروی(u,v)یالهر✓
.کندتخطییالظرفیت

.استتکمیلیمسیریکزیرشکلدرشدهزدهسایهمسیر✓

محاسبه شبکه 
باقیمانده
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راکرداضافهتوانمیشارهشبکهدرو(p)تکمیلیمسیرروییالهربهکهمقداریبیشترینبه✓
سیرمرویباقیماندهظرفیتمقدارکوچکترینبااستبرابروگویندمیp(cf)باقیماندهظرفیت
:pتکمیلی

cf(p)=min{cf(u,v):  قرار دارد پیروی مسیر ویو یویال }

واحد به شاره 4یعنی می توان حداکثر 4برابر است با p(cf )در شکل زیر، ظرفیت باقیمانده : مثال
.اضافه کرد(v3,t)و (v2,v3)و (s,v2)یعنی pیالهای موجود روی مسیر 

محاسبه شبکه 
باقیمانده
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درتکمیلیمسیریکpوG=(V,E)شبکهدرشارهیکfکنیدفرض:2لم ✓
:شودمیتعریفزیرصورتبهfp:V⨯V→RتابعباشدGfباقیماندهشبکه

.استfp|=cf(p)|مقدارباGfدرشارهیکfpآنگاه

fتابع:گیرینتیجه✓ '=f+fpمقدارباشارهیک|f '|=|f|+|fp|شبکهبرای
.باشدمیGشاره
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باشدpروی (u,v)اگر یال 

باشدpروی (v,u)اگر یال 

در غیراینصورت
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داخلبهVازافرازیکG=(V,E)شارهشبکهاز(S,T)بریدگی :(Cuts of flow network)شارهشبکههایبریدگی✓
SواستT=V-Sبطوریکهs∈Sوt∈T.

.شودمیتعریفc(S,T)بصورت(S,T)بریدگیظرفیتوf(S,T)بصورت(S,T)بریدگیراستایدرخالصشاره✓

✓ f(S,T)=f(s,V)=f(V,t)=|f|f(S,T) = f(v1,v3)+f(v2,v3)+f(v2,v4) =12+(-4)+11=19 

c(S,T) = c(v1,v3)+c(v2,v3)+c(v2,v4) =12+0+14=26



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

داخلبهVازافزاریکG=(V,E)شارهشبکهاز(S,T)بریدگی :(Cuts of flow network)شارهشبکههایبریدگی✓
SواستT=V-Sبطوریکهs∈Sوt∈T.

.شودمیتعریفc(S,T)بصورت(S,T)بریدگیظرفیتوf(S,T)بصورت(S,T)بریدگیراستایدرخالصشاره✓

✓ f(S,T)=f(s,V)=f(V,t)=|f|f(S,T) = f(v1,v3)+f(v2,v3)+f(v2,v4) =12+(-4)+11=19 

c(S,T) = c(v1,v3)+c(v2,v3)+c(v2,v4) =12+0+14=26
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.کنیدمحاسبهراc(S,T)وf(S,T)مقادیرزیرشارهشبکهدر:کلاسدرکار✓

f(S,T) = f(v3,t)+f(v3,v4)+f(v2,v4) =15+(-7)+11=19 

c(S,T) = c(v3,t)+c(v3,v4)+c(v2,v4) =20+0+14=34
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شبکهدرشارهیکfاگر:(Max-flow min-cut theorem)بریدگی-مینیممشاره-ماکزیممقضیه ✓
:معادلندزیرشرایطآنگاهباشدtمقصدوsمنبعباG=(V,E)شاره

1-fدرشارهماکزیممیکGاست.

.نیستتکمیلیمسیرهیچشاملGfباقیماندهشبکه-2

f|=c(S,T)|:داریمGاز(S,T)بریدگیبعضیبرای-3
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Ford- Fulkersonالگوریتم ✓

اندازهبهراpیالهایازیکهررویfشارهویافتهباقیماندهگرافدرراpتکمیلیمسیرتکرار،هردر 
گرافدرتکمیلیمسیرهیچکهشودمیتمامموقعیالگوریتم.دهدمیافزایشcf(p)باقیماندهظرفیت

.نشودیافتباقیمانده

22

حداکثر whileباشد حلقه *fاگر مقدار شاره بیشینه  برابر . را صرف می کنندO(E)زمان 3-1خطوط 
|f*|داخل حلقه نیز . بار تکرار می شد چون در بدترین حالت فقط یک واحد افزایش می یابدO(E) زمان

.می باشدO(E|f*|)می برد پس پیچیدگی این الگوریتم برابر 
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.کنیداجرازیرشارهشبکهرویراFord- Fulkersonالگوریتم :مثال✓

صفربرابرراسجفتهربینماراfشارهمقداررئوس،همهبرایابتدادر:جواب
.دهیممیقرار
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24

محاسبه شبکه باقیمانده
cf(u,v)=c(u,v)-f(u,v)
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cf(p)=4
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محاسبه شبکه 
باقیمانده
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cf(p)=7
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محاسبه شبکه 
باقیمانده
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cf(p)=8
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محاسبه شبکه 
باقیمانده
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cf(p)=4
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محاسبه شبکه 
باقیمانده

جوابوسدرمیاتمامبهالگوریتمبنابرایننداردوجودتکمیلیمسیرهیچباقیماندهشبکهدرچون
:باشدمیزیربصورتنهایی
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زیرشارهشبکهرویراFord- Fulkersonالگوریتم :کلاسدرکار✓
.کنیداجرا

 
33

s

a

b

c

4

7

9

4

3

t
7



1403-لیلا ناموری تازه کند–طراحی الگوریتم ها 

را روی شبکه شاره زیر اجرا کنیدFord- Fulkersonالگوریتم  :کار در کلاس ✓

✓ Answer:
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Since there isn’t any augmenting path in the residual network, the algorithm is finished 
→ The response will be as the following:
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را روی شبکه شاره زیر اجرا کنیدFord- Fulkersonالگوریتم  :کار در کلاس ✓
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را روی شبکه شاره زیر اجرا کنیدFord- Fulkersonالگوریتم  :کار در کلاس ✓
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زیرشارهشبکهرویراFord- Fulkersonالگوریتم :کلاسدرکار✓
.کنیداجرا
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1تمرینات سری 

.را روی شبکه شاره زیر اجرا کنیدFord- Fulkersonالگوریتم -1
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1تمرینات سری 

.را روی شبکه شاره زیر اجرا کنیدFord- Fulkersonالگوریتم -2
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6پایان فصل 
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